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РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА №4 

Интегральное исчисление функции одной переменной. 

При решении задач этой темы необходимо знать: 

 

1. Определение и свойства неопределенного интеграла.  

2. Таблицу основных интегралов. 

3. Основные методы интегрирования.  

4. Стандартные методы интегрирования наиболее часто встречающихся 

классов функций.  

5. Определение, свойства и способы вычисления определенного интеграла. 

6. Несобственные интегралы и их свойства.  

7. Геометрические и физические приложения определенного интеграла. 

 

Таблица основных интегралов 

1 ;Cxdx     

2 ;1,
1

1







 kC
k

x
dxx

k
k  

3 ;ln
1

Cxdx
x

  

4 ;
ln

C
a

a
dxa

x
x                    4а   ;Cedxe xx   

5 ;cossin Cxdxx   

6 ;sincos Cxdxx   

7 ; arctg
11

22
C

a

x

a
dx

ax



  

8 ;arcsin
1

22
C

a

x
dx

xa



  

9 ;ln
2

11
22

C
ax

ax

a
dx

ax








  
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10 ;ln
1 22

22
Cxaxdx

ax



  

11 ;tg
cos2

Cx
x

dx
  

12 ;ctg
sin 2

Cx
x

dx
  

 

Образец решения варианта  

 

Задание 1: Вычислить интеграл: 

 

а) ; 







 dxx

x
x 7

4 3 2

3

5  б) 
 

;

214 3
 x

dx
 в) ;

sin 52

4

 dx
x

x
 

г) ;3 72


 dxx  д) ;
1

 arctg
2


dx

x

x
 е)   ;sin dxee xx  

ж) ;
4 4


dx
x

x
 з) ;

72



dx

e

e

x

x

 и) ;
5cos4

5sin
2


dx

x

x
 

 

Решение: 

 

а)   Найдем интеграл, применив свойства неопределенного интеграла и 

формулы (1) и (2) табличного интегрирования: 

 

;7
5

32

6
7

2
4

6
7

113
4

15

74747
4

3 2

2

6

3
5

26

3
2

11315

35353 2

3

5

3
5

3
2

3
2

3
2

Cx
x

x

x
Cx

xxx
Cx

xxx

dxdxxdxxdxxdxxxxdxx
x

x





































   

 

 

 Интегралы (б – л) решим методом замены переменной. 
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б)   
 

  










dtt

t

dt

dtdx

dxdt

xt

x

dx
4
3

2

1

2

1

;2

;21

21
4 3

2
1

4 3
   

{для нахождения интеграла применим формулу (2)} 

  ;212212
2

1 4

4
1

4
14

1

CxxC
t

  

 

в)   







 
t

dt

t

dt

dtdxx

dxxdt

xt

dx
x

x
22

5
1

4

4

5

52

4

sin5

1

sin

5

1

5
sin

   

{для нахождения интеграла применим формулу (12)} 

;ctg
5

1
ctg

5

1 5 CxCt   

 

г)   















 
 dtdt

dtdx

dxdt

xt

dx ttx 3
7

1

7

1
3

7

1

,7

,72

3 72  

{для нахождения интеграла применим формулу (4)} 

;
3ln

3

7

1

3ln

3

7

1 72

CC
xt




 

 

д)   









 tdt
dx

x
dt

xt

dx
x

x

2
2

1

1

 arctg

1

arctg
  

{для нахождения интеграла применим формулу (2)} 

 

;arctg
2

1

2

2
2

CxC
t

  
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е)   



  tdt

dxedt

et
dxee

x

x
xx sinsin   

{для нахождения интеграла применим формулу (5)} 

;coscos CeCt x   

 

ж)  
















  
222

2
1

2

4 22

1

4

2

1

2
4 t

dt

t

dt

dtxdx

xdxdt

xt

dx
x

x
 

{для нахождения интеграла применим формулу (8)} 

;
2

arcsin
2

1 2

C
x

  

 

з)  

     




















22222

7

,

,

77 t

dt

dtdxe

dxedt

et

dx

e

e
dx

e

e

x

x

x

x

x

x

x

  

{для нахождения интеграла применим формулу (10)} 

  ;7ln7ln 222 CeeCtt xx   

 

и)      


















 2222

5
1

2 35

1

95

1

9

5

1
5sin

5sin5

5cos

5cos9

5sin

t

dt

t

dt

t

dt

dtdxx

dxxdt

xt

x

dxx
 

{для нахождения интеграла применим формулу (9)} 

;
35cos

35cos
ln

30

1

35cos

35cos
ln

32

1

5

1

3

3
ln

32

1

5

1
C

x

x
C

x

x
C

t

t



















  
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к)    








t

dt

t

dt

dtdxxx

dxxxdt

xt

dx
x

xx
dxxx

2

1

2

1
sin

sin2

cos

cos

sin
tg 2

1

2

2

2

2

2
2  

{для нахождения интеграла применим формулу (3)} 

;cosln
2

1
ln

2

1 2 CxCt   

 

л)  
 

   















 2222 23ln

1

3ln

1
3

3ln3

3

23

3

49

3

t

dt

dtdx

dxdt

t

dxdx

x

x

x

x

x

x

x

 

{для нахождения интеграла применим формулу (7)} 

;
2

3
arctg

3ln2

1

2
arctg

2

1

3ln

1
CC

t x

  

 

Найдем интегралы (м – н) методом интегрирования по частям,  

используя формулу   VdxUVUdxVU  (13): 

 

м)   



 xdxxxx

xVxV

xUxU
xdxx sin2sin

sin;cos

2;
cos 2

2
2  

    



  dxxxxxx

xVxV

UxU
cos2cos2sin

cos;sin

2;2 2  

{для нахождения интеграла применим формулу (6)} 

;sin2cos2sin2 Cxxxxx   

н)  












 dx
x

xxx

xVV

x
UxU

dxx
2

2

1

1
arccos

             ;1

1

1
;arccos

arccos  

    {второе слагаемое вычислим с помощью замены, применив формулу (2)} 
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    CxC
t

t

dt

dtxdx

dxxdt

xt

dx

x

x















2

2
1

2

1
2

2
1

2

1

2

1

2

1

1

2
1

 

    в итоге получаем  ;1arccosarccos 2 Cxxxdxx   

 

о)  



dx

xxx

xx

65

63
23

2

. 

Под знаком интеграла правильная рациональная дробь. Разложим её на 

простейшие дроби: 

















32)3)(2(

63

65

63 2

23

2

x

C

x

B

x

А

xxx

xx

xxx

xx
 

;
)3)(2(

2365

)3)(2(

)2()3()3)(2(

222












xxx

CxCxBxBxААxАx

xxx

xCxxBxxxА

 

Перейдем к равенству числителей: 

CxCxBxBxAAxAxxx 236563 2222  . 

Отсюда следует, что 

 
















































.8

,8

,1

1

238

11

66:

2353:

1:

0

1

2

C

B

A

А

CB

CB

Аx

CBАx

CBАx

 

Тогда .
3

8

2

81

65

63
23

2











xxxxxx

xx
 

Интегрируя почленно полученное равенство и применяя свойства 

неопределённого интеграла, получим: 

   


















 :

3
8

2
8

3

8

2

81

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xxx
 

{для нахождения интегралов применим формулу (3)} 

;3ln82ln8ln Cxxx   
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п)  


dx
xx

x

12

6

. 

Под знаком интеграла неправильная рациональная дробь. Выделим целую 

часть этой дроби путем деления числителя на знаменатель: 

        
1

1
1

1 2

34

2

6




 xx
xxx

xx

x
 

Выделим полный квадрат в знаменателе правильной рациональной дроби: 

.
4

3

2

1
1

4

1

2

1
1

22
2 

















 xxxx  

Возвращаясь к исходному интегралы, получим: 



























































  22

34

2

34

2

3

2

1

1

4

3

2

1

1
1

x

dx
dxxdxdxxdxxdx

x

xxx

{для нахождения первых трёх интегралов применим формулу (2), для 

четвёртого – формулу (1), последний интеграл найдем c помощью 

формулы (7)}  

;
3

12
arctg

3

2

245
arctg

1

245

245

2
3

2
1

2
3

245

C
x

x
xxx

C
x

x
xxx







   

 

р) 
 

 xxx

dx

sin2cos2sin
. 

Найдем интеграл используя универсальную тригонометрическую 

подстановку: 

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2
arctg2,arctg

2

,
1

1

tg1

tg1
cos,

1

2

tg1

tg2
sin,

2
tg

t

dt
dxtxt

x

t

t
x

t

t
x

x
t

x

x

x

x




















 

 





























 dt
ttt

t

t

t

t

t

t

t

t

dt

34

1

1

2
2

1

1
2

1

2

1

2

2

2

22

2

2

2

. 

Разложим подынтегральную функцию на простейшие дроби: 
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    

      
  31

1331

3131

1

34

1 2

2

2






















ttt

tCttBtttA

t

C

t

B

t

A

ttt

t

ttt

t

 

Перейдем к равенству числителей: 

CtCtBtBtAAtAtt  2222 3341 . 

Отсюда следует, что 



































,

,1

,

31:

340:

1:

3
5

3
1

0

1

2

C

B

A

Аt

CBАt

CBАt

 

Тогда 
   33

5

1

1

3

1

34

1
2

2











tttttt

t
. 

Интегрируя почленно полученное равенство, получим:: 







  
33

5

13

1

t

dt

t

dt

t

dt
 

{для нахождения интегралов применим формулу (3)} 

;3
2

tgln
3

5
1

2
tgln

2
tgln

3

1
3ln

3

5
1lnln

3

1
C

xxx
Cttt   

 

с)  


4 22 2323

3

xx

dxx
. 

Произведем замену:  .
2

1
3,6,23 2 dtxdxxdxdttx   

Получим:  
 4

2
1

tt

dt
 

Наименьшее общее кратное знаменателей дробей 
2

1
 и 

4

1
 есть 4, поэтому 

введем следующую замену:  

 
   



















dz
z

z
dz

zz

z
dz

zz

z

zz

dzz

tz

dzzdt

zt

1
2

1
22

4

2

1
4

2

2

2

4 44

3

4

3

4
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  














1
22

1

1
12

z

dz
dzdz

z
 

{для нахождения интегралов применим формулы (1) и (3)} 

;23ln22321ln22
4 24 2 CxxCzz   

 

т)     dxxx 5cos3cos . 

Найдем интеграл, используя формулу тригонометрических 

преобразований 

         xxxxxxxxxx 8cos2cos
2

1
8cos2cos

2

1
53cos53cos

2

1
5cos3cos   

Интегрируя почленно полученное равенство и применяя формулу (6), 

получим: 

      ;2sin
4

1
8sin

16

1
2sin

2

1

2

1
8sin

8

1

2

1
2cos8cos

2

1
CxxCxxdxxx   

 

 

у)       






 








 

 dx
xx

xdxxdxx

2
2224

2

2cos1

2

2cos1
sinsinsin  

        






 








 




 dx
x

x
x

xdx
xx

2

4cos1
2cos21

4

1

2

4cos1
2cos

4

2cos2cos21 2
2

 

   dxxdxdxxdx 4cos
2

1

4

1

2

1

4

1
2cos

4

1
2

4

1
 

    dxxdxxdxdxxdxdxxdx 4cos
8

1
2cos

2

1

8

3
4cos

8

1

8

1
2cos

2

1

4

1
 

{для нахождения интегралов применим формулы (1) и (6)} 

      ;4sin
32

1
2sin

4

1

8

3
4sin

4

1

8

1
2sin

2

1

2

1

8

3
CxxxCxxx  ; 

 

ф) :
12





xe

dx
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   
















1

1

2

2

1

1

2

2

1

,1ln
2

1

,1

,1

2

2

2

2

22

2

t

dt

t

dt
t

t

dt
t

t
dx

tx

te

et

x

x

 

{для нахождения интеграла применим формулу (7)} 

.1arctgarctg 2 CeCt x   
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Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость. 

 

а) ;
40

2


x

xdx
 б) 



4

0
216 x

dx
 

 

Решение: 

 

а)  Несобственный интеграл I рода. 

  


















 b

b
dtt

t

dt

tx

tx

dtxdx

dxxdt

xt

x

xdx

44

2
1

22

11

2

0
2

2
1

2

1
lim

40

2

1

2

4

4
 

{для нахождения интеграла применим формулу (2)} 

  





























2lim

4
lim

4
lim 2

1

b
b

t
b

t
bbb

   -   интеграл расходится. 

 

б)  Несобственный интеграл II рода. 

4x  является точкой разрыва подынтегральной функции, поэтому: 



























4

0
220

4

0
20

4

0
2 4

lim
16

lim
16 x

dx

x

dx

x

dx
 

{для нахождения интеграла применим формулу (8)} 

2
0arcsin

4
1arcsinlim

0

4

4
arcsinlim

00



































 




x
    -   интеграл сходится. 
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Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной линиями: 2xy   и  22 xy  ; 

б)  длину дуги кривой: 

 
 
 









t

ty

ttx
0                     

cos13

sin3
, 

в) объем тела, полученного вращением фигуры  xyxy 0   ;0   ;sin , вокруг 

оси  Ox .    

     

Решение: 

а)    Существуют несколько формул для вычисления площадей плоских фигур. 

 

 Площадь фигуры, заданной в 

декартовой системе координат, 

ограниченной линиями  xfy 1  - сверху, 

 xfy 2  - снизу, слева прямой ax  , справа 

прямой bx   определяется формулой   

     
b

a

dxxfxfS 21    (14); 

 

 

 Площадь фигуры, ограниченной  

кривой заданной параметрически 

уравнениями     baxxfy ;,     

 
 

 ;
;

;









t

tyy

txx
, определяется формулой  

    





dttxtyS  (15); 

 

 

 Площадь фигуры, заданной в полярной 

системе координат, ограниченной кривой 

    и лучами   ,   , определяется 

формулой:  




 dS 2

2

1
 (16). 

 

b a x  

y   xfy 1  

 xfy 2  

b a x  

y  

 xfy   

    

О   

 β 

 α 



14 

 

В нашем случае линии, ограничивающие фигуру, заданы в декартовых 

координатах, поэтому мы будем использовать формулу (14). 

 

Найдем координаты точек пересечения линий: 













2

2

2 xy

xy ,
 22 2 xx         12 x      

11 x ;    12 x    1a ;    1b . 

      



1

1

2
1

1

2
1

1

22 12222 dxxdxxdxxxS  

 
3

8

3

1
1

3

1
12

1

1

3
2

33




























 

















x
x ; 

  

 

б) В зависимости от способа задания уравнения кривой существуют следующие 

формулы нахождения длины дуги кривой. 

 

 Для кривой, заданной в декартовых 

координатах уравнением  xfy     bax ;  

длина дуги находится по формуле 

   
b

a
AB dxxfl

2
1  (17); 

 

 

 

 

 Для кривой, заданной параметрически 

уравнениями     baxxfy ;,     

 
 

 ;
;

;









t

tyy

txx
 длина дуги находится по 

формуле       




dttytxlAB
22  (18); 

 

1 -1 x  

y  
2

2 xy   

2
1 2 xy   

b a 

x  

y  
 xfy   

B 

A 

b a 

x  

y  

 xfy   

A 

B 
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 Для кривой, заданной в полярных 

координатах уравнением       ;  

длина дуги находится по формуле 

     




 dlAB
22  (19). 

 

 

 

В нашем случае кривая задана параметрически, поэтому для вычисления её 

длины мы применим формулу (18). 

 
 

   
 
















.sin3

,cos13
 
;cos13

,sin3

tty

ttx

ty

ttx
 

        1sincossincoscos213sin3cos13 22

0

22

0

22
ttdttttdtttl



 

   


















 

0 0

22

0
2

sin223
2

sin2cos1cos123cos223 dt
tt

tdttdtt  

  1210120cos
2

cos12
02

cos26
2

sin6

0









 


t

dt
t

; 

 в)  Пусть функция  xfy   непрерывна на отрезке  bax ; . Тогда объём 

тела, полученного вращением вокруг оси Ox  криволинейной трапеции, 

ограниченной сверху графиком функции 

 xfy  , снизу Ox , определяется 

формулой:   
b

a

x dxxfV 2  (20). 

 

 

 

Если криволинейная трапеция 

ограниченна графиком непрерывной 

функции  yx    и прямыми 0x , cy  , 

    

О 

 α 

  β 
  B 

 A 

  0 x  

y  

  b 
  a 

 xfy   

  0 x  

y  

 d 

  c 

 yx 

   



16 

 

dy    dc  , то  объём тела, образованного вращением этой трапеции вокруг 

оси Oy , по аналогии с формулой (20), равен:   
d

c

y dyyV 2  (21). 

 

 

В условиях нашей задачи xy sin , 0a , b

. 

 



























 







1

000

0

22

2cos
22

2cos1

2

2cos1
sinsin

dxxdxdx
x

x
xxdxVx










. 

.
22

0sin
2

1
02sin

2

1

20
2sin

2

1

2

2











































 xx

 

 

Вариант 1. 

 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;
3

22
 








 dx

x
xx  б) ;

1


 x

dx
 в) 

 
;

31
23

2




dx

x

x
 

г) ;
31 2


dx

x

x
 д) ;

sin21

cos
 

dx
x

x
 е) 

 ;
2

xdxe x  

ж) ;2sin dxx  з) ;1
3

cos 







 dx

x
 и) ;

41 2
 x

dx
 

 

Вариант 2. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

 

xy sin  

  0 x  

y  

  π 
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а) ;11
23
3

4
 








 dx

xx
x  б) ;

13  x

dx
 в) 

 
;

15
22


x

xdx
 

г) ;4737  dxxx  д) ;
31 3

2




dx
x

x
 е) 





;
4

dx
e

e
x

x

 

ж) ;5sin dxx  з) ;
31 2

 x

dx
 и) ;3 dxxtg  

 

Вариант 3. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;3
24 32

 







 dx

x
xx  б) ;

3


x

dx
 в) 

 
;

41
23

2




dx

x

x
 

г) ;
52

x

dxx
 д) ;

3sin1

3cos
 

dx
x

x
 е)   ;

22 xdxe x  

ж) ;3
 dxa x  з)   ;2sin2  dxx  и) 

 
;

lncos
 dx

x

x
 

 

Вариант 4. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;
7

21
4

3
 








 dx

x
x  б) ;

21


 x

dx
 в) 

 
;

3
32


 x

xdx
 

г) ;
41

2
2


dx

x

xarctg
 д) ;

41 3

2




dx
x

x
 е) 


;

21
dx

e

e
x

x

 

ж) ;23


 dxxe x  з) ;2sin dxx  и) ;

3cos2
x

dx
 

 

Вариант 5. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;3
2

1 34
 








 dxxxx  б) 

 
;

1
52


 x

xdx
 в) ;

1 3

2


 x

dxx
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г) ;
3 x

dx
 д) ;

sin31

cos
 

dx
x

x
 е)  ;2 dxe x  

ж) 
 ;2

2

xdxx  з)   ;3sin1  dxx  и) ;
4cos2

x

dx
 

 

Вариант 6. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;
3

2 7
 








 dxe

x
x x  б) 

 
;

31
33

2


 x

dxx
 в) ;51  dxx  

г) ;
1 2

2




dx
x

xarctg
 д) 


;

4
dx

e

e
x

x

 е)  ;2cos2sin xdxe x  

ж) 
 ;2

2

xdxx  з) ;
3sin 2
x

dx
 и) ;2 xdxtg  

 

Вариант 7. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;
32

3

33




dx
x

xxx
 б) 

 
;

21
23

2


 x

dxx
 в) 


;

1 2x

xdx
 

г) ;
2sin1

2cos
 

dx
x

x
 д) ;

34 2


dx
x

x
 е)  ;3sin3cos xdxe x  

ж) 
 ;2

23 xdxx  з) ;
5

sin dx
x

 и) ;
3cos2
x

dx
 

 

Вариант 8. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;1
3

2
2 








 dx

x
x  б) ;32  dxx  в) 

 
;

41
22




dx

x

x
 

г) ;
5  x

dx
 д) ;

ln4  xxx

dx
 е) 

 ;32

xdxxe x  
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ж) ;2cos 2
 dxxx  з) ;

5
sin1 








 dx

x
 и) ;2 xdxctg  

 

Вариант 9. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;
1

32
3

5 4
 








 dx

x
x  б) 

 
;

31
52


 x

xdx
 в) ;21  dxx  

г) ;
21 3

2




dx
x

x
 д) 


;

32

2

dx
e

e
x

x

 е) 
 ;23

dxxe x  

ж)  ;53 dxxx  з) ;
sin 42

3

 dx
x

x
 и) ;

cossin

2cos
2


dx

xx

x
 

 

Вариант 10. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;
1

2
2

3
 








 dx

x
xx  б)   ;2cos2sin1

5
  xdxx  в) ;

1 2
 x

xdx
 

г) ;
41 4

3


 x

dxx
 д) ;

cos21

sin
 

dx
x

x
 е) 

 ;2 23

dxxx  

ж)    ;1
2
dxex  з) ;sin dxee xx  и) ;3cos xdx  
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